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چͺیده
را ژاکوبͬ انتͽرال درادامه و کرده�ایم محاسبه را مقید جسم هشت مسئله تͺین نقاط سپس و جسم هفت مسئله مرکزی پیͺربندی ابتدا حاضر مقاله در
لاگرانژی و اویلری تͺین نقاط در آن مشخصه معادله ریشه�های و ژاکوبͬ ماتریس نهایت در به�دست�آورده�ایم. را مانع رویه�های آن از استفاده با و محاسبه
به و شده انجام متلب نرم�افزار از استفاده با محاسبات همه�ی مقاله این در . نموده�ایم رسم را مانع رویه�های از تعدادی مقاله انتهای در و کرده محاسبه را

است. نشده ذکر محاسبات جزئیات محاسبات بودن طولانͬ دلیل

مقدمه .١
است.تحلیل معروف دایره�ای مقید جسم سه مسئله به هستند دایره�ای مدار در کپلری حرکت دارای که وزین جسم دو گرانشͬ میدان تحت فضا�پیما حرکت
جسم سه مسئله روی بر را ساده�سازی اولین اویلر نیوتن دستیار آن از بعد یافت گسترش ١۶٨٧ سال در پرنیسیپا کتاب در نیوتن توسط جسم سه ͬͺدینامی
را دیͽر تعادلͬ نقطه دو لاگرانژ لوئیس کرد.جوزف محاسبه را سیستم این همراستای تعادلͬ نقطه وسه کرد معرفͬ را مقید جسم سه مسئله و داد انجام
جسم سه مسئله انتͽرال�ناپذیری پوانͺاره هنری میلادی بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن اواخر در یعنͬ لاگرانژ و اویلر از بعد سال صد کرد.حدود کشف
در تناوبͬ مدارهای وجود اثبات پوانͺاره مهم کارهای از ͬͺگرفت.ی قرار مدرن ͬͺدینامی سیستمهای تئوری اساس وی کار نهایت در که کرد اثبات را
منتشر مقید»را جسم سه مدارها:مسئله کتاب«تئوری زبهلͬ ١٩۶٧ سال در دارد. وجود گوناگون تناوبͬ مدار بͬ�نهایت کرد اثبات وی بود جسم سه مسئله
ماموریت�های طراحͬ در جسم سه مسئله از استفاده اخیر سالهای در بود. مقید جسم سه مسئله در عددی و تحلیلͬ گسترده��ی مطالعات شامل که کرد

است. کرده فراهم ستاره�ای وبین زمینͬ فرا فضایͬ ماموریت�های طراحͬ در طراحان برای را ومفیدی قدرتمند فضایͬ،ابزار
مبدا روی بر M جرم با هفتم جسم که ایم گرفته نظر در خط ͷی روی را جسم هفت آن در که پرداخته�ا�یم مقید جسم سه مسئله از تعمیمͬ به مقاله این در

است: زیر صورت به اجسام مͺان مͬ�باشد. مختصات مبدا اجسام این جرم مرکز دارد. قرار ثابت ای زاویه سرعت با
اجسامͬ جرم مقاله این در است زاویه�ای سرعت ωو مختصات مبدا تا جسم فاصله Ri که i = ۴,۵,۶ برای xi =−Rie

iωt و i = ١,٢,٣ برای xi = Rie
iωt

m٣ = m۶ و m٢ = m۵ و m١ = m۴ یعنͬ: مͬ�گیریم نظر در برابر را دارند یͺسانͬ فاصله مبدا از که
نمایش (x,y) با را آن ومͺان ندارد آنها روی بر تاثیری ولͬ مͬ�باشد جسم هفت این گرانشͬ میدان تحت که است ناچیز جرم با فضاپیما ͷی هشتم مͬ�دهیم.جسم

مسئله بندی صورت .٢

و است ثابت λ که ∂U

∂ r
(a)+λ

∂ I

∂ r
(a) = ٠ اگر است مرکزی پیͺربندی دارای جسم N مسئله ، I =

١
٢ ∑miṙi

٢ و u = ∑
mim j

ri j
کنید فرض .١ قضیه

.a = (a١, · · · ,aN) و r = (r١, · · · ,rN)

است. مرکزی پیͺربندی ͷی دارای جسم هفت مسئله چینش هر .٢ قضیه

µ٢ = و µ١ = M
m١ آن در که است u = m٢١[

α

R١ +
β

R٢ +
γ

R٣ +
۴µ٢R٢
R٢٢−R٢١

+
۴µ٣R٣
R٢٣−R٢١

+
۴µ٢µ٣R٣
R٢٣−R٢٢

] صورت به پتانسیل انرژی تابع مسئله این در اثبات.
I = m١(R٢١+µ٢R٢٢+µ٣R٣٣) صورت به لختͬ حرکت اندازه و است. γ = ٢µ١µ٣+ ١٢µ٢٣ و β = ٢µ١µ٢+ ١٢µ٢٢ و α = ٢µ١+ ١٢ و µ٣ = m٣

m١ و m٢
m١١
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دوم مولفه تقسیم با است R = (R١,R٢,R٣) آن در که ▽Ru+λ ▽R I = ٠ باید باشد مرکزی پیͺربندی دارای مسئله این اینͺه برای ١ قضیه طبق است.
مͬ�رسیم: زیر دستͽاه به Y =

R٣
R١ و X =

R٢
R١ متغیرهای تغییر و اول بر سوم مولفه و اول بر

{

P(X ,Y ) = ٠
q(X ,Y ) = ٠ (١)

جسم هفت مسئله مرکزی بندی پیͺر همان جواب این که است جواب ͷی دارای (١) دستͽاه هستند یازده درجه از متغیره دو جمله�ای چند دو q و p که
. مͬ�باشد

حرکت این توصیف کرد. استخراج را مسئله بر حاکم معادلات توان مͬ گوناگون مختصات دستͽاه�های در و مرسوم مختلف روش�های از استفاده با
صورت: به چرخان دستͽاه در



















ẍ = ω٢x+٢ω ẏ+
٧
∑

i=١m jG
(x j − x)

r٣j
ÿ = ω٢y−٢ω ẋ+

٧
∑

i=١m jG
(y j − y)

r٣j

(٢)

در با و سوم جسم برای حرکت معادلات نوشتن با است. اجسام موقعیت (x j,y j) که است j = ١,٢, · · · ,٧ و r j =
√

(x j − x)٢− (y j − y)٢ آن در که
مͬ�باشد. ω =

√ ١
R٣

٧
∑

j=١
m j

(R٣−R j)٢ صورت به ω ،G = ١ گرفتن نظر

مͬ�کنیم: تعریف برداری میدان شͺل به را حرکت معادلات مناسب متغیر تغییر و U =
ω٢
٢ (x٢+ y٢)+ ٧

∑
j=١

m jG

r j
صورت به موثر پتانسیل تعریف با

[

ẋ ẏ u̇ v̇
]T

=
[

u v ٢ω ẏ+Ux −٢ω ẋ+Uy

]T (٣)
است. جسم سرعت بردار مولفه�های v و u که

آن از انتͽرالͽیری با که مͬ�آید بوجود دیفرانسیلͬ معادله موثر پتانسیل از استفاده و آنها جمع و ẏ در دوم سطر و ẋ در (٣) دستͽاه اول سطر ضرب با
رویه�های دهیم قرار صفر را ((ẋ, ẏ)) سرعت اگر ژاکوبͬ انتͽرال معادله است.در ثابت c آن در که مͬ�آید به�دست ẋ+ ẏ = ٢U −c صورت به ژاکوبͬ انتͽرال

مͬ�آیند. به�دست صفر) سرعت (رویه�های مانع
است. لاگرانژی تͺین نقطه دو و اویلری تͺین نقطه هشت دارای مقید جسم هشت مسئله .٣ قضیه

داریم: حالت دو مͬ�آید. به�دست مسئله این تͺین نقاط ∂U

∂x
= ٠, ∂U

∂ y
= ٠ جبری سیستم حل با اثبات.

تعیین با آوریم.بنابراین به�دست را xها محور مثبت قسمت تͺین نقاط است کافͬ است متقارن xها محور به نسبت مسئله چون باشد y = ٠ اگر .١
این که دارد (x,٠) صورت به جواب ͷی تنها معادله هر که مͬ�رسیم پانزده درجه از جمله�ای چند چهار به ω٢x−

٧
∑

j=١
(x− x j)m j

|x− x j|٣ = ٠ علامت
نمایش Li با را xi +١ و xi بین تͺین داریم.نقاط اویلری تͺین نقطه هشت مسئله تقارن به توجه با بنابراین اویلری�اند. تͺین نقاط همان ، نقاط

است. i = ١, ...,٨ که مͬ�دهیم
. مͬ�دهیم نمایش L١٠ و L٩ با را تͺین نقاط مͬ�آیند.این به�دست نیز لاگرانژی نقطه دو زیر دستͽاه حل با باشد y ̸= ٠ اگر .٢
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= ٠

(۴)

مͬ�باشد: زیر صورت به ژاکوبͬ ماتریس (٣) معادله از استفاده با

D f =









٠ ٠ ١ ٠٠ ٠ ٠ ١
Uxx Uxy ٠ ٢ω٢
Uyx Uyy −٢ω٢ ٠
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است: زیر صورت به ژاکوبͬ ماتریس مشخصه چندجمله�ای که
λ۴+λ٢(۴ω٢− (Uxx +Uyy))+(UxxUyy −UxyUyx) = ٠ (۶)

است: زیر به�صورت لاگرانژی تͺین نقاط در معادله(۶) ریشه�های بنابراین است Uyx =Uxy = ٠ مسئله این لاگرانژی تͺین نقاط در که این به توجه با

λ =±

√

√

√

√

((Uxx +Uyy)−۴ω٢)±
√

(۴ω٢− (Uxx +Uyy))٢−۴(UxxUyy)

٢ (٧)

است: زیر صورت به αi آن در که است Uxx =−ω٢+٢αi و Uyy =−ω٢−αi و Uyx =Uxy = ٠ اویلری تͺین نقاط در که این به توجه با و

αi = m١( ١
|Li +R٣|١

+
µ٢

|Li +R٣|٢
+

µ٣
|Li +R٣|٣

+
µ١
|Li|٣ −

١
|Li −R٣|١

−
µ٢

|Li −R٣|٢
−

µ٣
|Li −R٣|٣

) (٨)

است: زیر به�صورت اویلری تͺین نقاط در معادله(۶) ریشه�های بنابراین

λ =±

√

αi −٢ω٢±√

αi(٩αi −٨ω٢)
٢ (٩)

اصلͬ نتایج .٣

c = µ٣و١٣ = µ٢و١/٢ = µ١و١/٢ = برای١ مانع رویه�های :١ شͺل

c = µ٣و١٢ = µ٢و١/٢ = µ١و١/٢ = ١ برای مانع رویه�های :٢ شͺل
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c = µ٣و١١ = µ٢و١/٢ = µ١و١/٢ = ١ برای مانع رویه�های :٣ شͺل
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