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روی m١ مساوی جرمهای به جسم n و مبدا در M جرم حلقه این است.در گرفته قرار توجه مورد رزت ی حلقه ناپایداری یا پایداری حاضر مقاله در
اول ضلعͬ n با π

n فاز اختلاف با r٢ شعاع به منتظم ضلعͬ n ͷی رئوس روی m٢ مساوی جرمهای به جسم n و r١ شعاع به منتظم ضلعͬ n ͷی رئوس
است n = ۴ و n = ٣ و n = ٢ که زمانͬ رزت ی حلقه ناپایداری یا پایداری مقاله این در میͽیریم. نظر در را ε = m٢

m١ و µ = M
m١ پارامتر دارد.ودو قرار

باشند مثبت ویژه مقادیر دارای اگر و نموده محاسبه را ͷهری ژاکوبین ماتریس حرکت معادلات از استفاده با مورد این است.در گرفته قرار بررسͬ مورد
است. ناپایدار حالت هر در حلقه آنگاه

مقدمه .١
کلمپر توسط سیستم این بار کند.اولین مͬ دوران جرم مرکز ͷی حول یͺسان دورانͬ سرعت با که سنگین و ͷسب اجسام با گرانشͬ سیستم ͷی روزت
از تر سنگین ͬͺی که مجموعه دو از ها سیاره از تعداد ͷی حلقه این میدهد،در توضیح صورت این به را سیستم شد.کلمپر داده توضیح ١٩۶٢ سال در
مجموعه رزت ترین دارند.ساده قرار منتظم وجهͬ چند بیشتر یا دو های گوشه در مساوی های جرم با ها مجموعه از ͷی هر ی همه میباشد،اما دیͽری
به و قبلͬ جرم دو از بیشتر و مساوی های جرم دارای دیͽر جسم دو و مرکز از r١ ی فاصله به و مساوی جرمهای دارای جسم دو که جسم چهار از ای
مورد آن وناپایداری پایداری مقاله این در که است هایی مدل از ͬͺی است[٢].این حلقه مرکز در جسم ͷی و میباشد دیͽر جسم دو مرکز از r٢ ی فاصله

است. گرفته قرار بررسͬ

حرکت معادلات
است. miẍ =

∂U
∂xi

صورت به نیوتن قانون ی وسیله به حرکت این حال i = ١, · · · ,n آن در که mi ∈R+ های جرم به ذره n ،حرکت -جسم n ی مسئله
میباشد.که فوق صورت به n = ۴ برای رزت حلقه برای حرکت معادلات است.حال U(r) = ∑

i< j

mim j

|ri−r j | صورت به و نیوتن پتانسیل U(r) فرمول این در
قرار مبدا از r٢ ی فاصله به که جسم دو موقعیت y۴ و y٣ و y٢ و y١ دارند.و قرار مبدا از r١ ی فاصله به که جسم دو موقعیت x۴ و x٣ و x٢ و x١ آن در

نظرمیͽیریم.بنابراین در را دارد قرار مبدا در که جسمͬ موقعیت x٠ دارندو
ẍ١ =

۴
∑

k=٢
m١G(xk−x١)
|xk−x٣|١ +

۴
∑

k=١
m٢G(yk−x١)
|yk−x٣|١ − MGx١

|x٣|١

ẍ٢ =
۴
∑

k=١,k ̸=٢
m١G(xk−x٢)
|xk−x٣|٢ +

۴
∑

k=١
m٢G(yk−x٢)
|yk−x٣|٢ − MGx٢

|x٣|٢

ẍ٣ =
۴
∑

k=١,k ̸=٣
m١G(xk−x٣)
|xk−x٣|٣ +

۴
∑

k=١
m٢G(yk−x٣)
|yk−x٣|٣ − MGx٣

|x٣|٣

ẍ۴ =
٣
∑

k=١
m١G(xk−x۴)
|xk−x۴|٣ +

۴
∑

k=١
m٢G(yk−x۴)
|yk−x۴|٣ − MGx۴

|x۴|٣

ÿ١ =
۴
∑

k=١
m١G(xk−y١)
|xk−y٣|١ +

۴
∑

k=٢
m٢G(yk−y١)
|yk−y٣|١ − MGy١

|y٣|١

ÿ٢ =
۴
∑

k=١
m١G(xk−y٢)
|xk−y٣|٢ +

۴
∑

k=١,k ̸=٢
m٢G(yk−y٢)
|yk−y٣|٢ − MGy٢

|y٣|٢ ١
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ÿ٣ =
۴
∑

k=١
m١G(xk−y٣)
|xk−y٣|٣ +

۴
∑

k=١,k ̸=٣
m٢G(yk−y٣)
|yk−y٣|٣ − MGy٣

|y٣|٣

ÿ۴ =
۴
∑

k=١
m١G(xk−y۴)
|xk−y۴|٣ +

٣
∑

k=١
m٢G(yk−y۴)
|yk−y۴|٣ − MGy۴

|y۴|٣
ẍ٠ = ٠
صورت این در دارد قرار منتظم ضلعͬ n ͷی رئوس روی مساوی جرمهای به جسم n کنیم فرض میͽیریم. نظر در ͷی مساوی و است گرانش ثابت G که

صورت به جواب
x j(t) = reiwte

٢πi j

n

صورت به جواب بنابراین r١ = ١ اول ی حلقه در اینکه به باتوجه ما ی مسئله است.در
x j(t) = eiwte

٢πi j

n

صورت به جواب پس r٢ = R اینکه به توجه با دوم ی حلقه ودر

y j(t) = Reiwte(
٢πi j

n
)e(

πi
n
)

میͽیریم. نظر در j = ١,٢,٣,۴ برای
نماییم. محاسبه n = ۴ و n = ٣ و n = ٢ از حالت هر در را ای زاویه سرعت میتوانیم موجود های وجواب حرکت معادلات از استفاده با حال

،n = ٢ برای

w =

√

√

√

√

√

G(
m١
۴r٣١

+
٢m٢

(r٢١+ r٢٢)
٣
٢
)

،n = ٣ ودر

w =

√

√

√

√

√

G(
m٣√١(r١)٣ +

m٢
r١(r١+ r٢(٢

+
m٢)٢r١− r٢)

r١(r٢١− r١r٢+ r٢٢)
٣
٢
)

،n = ۴ ودر

w =

√

√

√

√

√

G(
m١
r٢١

(
١
۴ +

٢√١ )+m٢( ٢r١−
√٢r٢

(r٢١−
√٢r١r٢+ r٢٢)

٣
٢

+
٢r١+

√٢r٢

(r٢١+
√٢r١r٢+ r٢٢)

٣
٢
))

میباشد[٢].

مرکزی پیͺربندی
خود جرم مرکز حول صلب جسم ͷی همانند ذرات سیستم کل آن در که است هایی حرکت ممͺن های حرکت ترین ساده ، مسطح جسم n ی مسئله در
داشته هایی حرکت چنین میتواند که اجسام از خاصͬ های پیͺربندی تعداد تنها نمیͺند. تغییر زمان طول در اجسام پیͺربندی حالت این در میچرخد

میشود. گفته مرکزی بندی باشند،پیͺر

اگر است مرکزی پیͺربندی دارای جسم n مسئله ، I =
١
٢ ∑miṙi

٢ و U = ∑
mim j

ri j
کنید فرض .١ قضیه

. a = (a١, · · · ,an) و r = (r١, · · · ,rn) و است ثابت λ که ∂U

∂ r
(a)+λ

∂ I

∂ r
(a) = ٠
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پتانسیل انرژی تابع .٢
باشد: مͬ فوق صورت به رزت ی حلقه کلͬ حالت در ،پتانسیل پتانسیل فرمول به توجه با

U = ∑
k,i

(
Mm١

| xk − x٠ | +
Mm٢

| yk − x٠ | +
m١m١

| xi − xk |
+

m٢m٢
| yi − yk |

+
m١m٢

| yk − xi |
)

میباشد. k ̸= i چهارم و سوم عبارت در و k, i = ١, · · · ,n آن در که
داریم سازی ساده و بالا عبارت در y j(t) = r٢eiwte(

٢πi j

n
)e(

πi
n
) و x j(t) = r١eiwte

٢πi j

n جایͽذاری با حال

U = (nm١)٢u

که
u = µ

n (
١
r١ +

ε
r٢ )+Kn(

١
r١ +

ε٢
r٢ )+

١
n

n

∑
k=١

ε
√

r٢١+ r٢−٢٢r١r٢cosφk

است[٣]. I(r) = m١n(r٢١+ εr٢٢) و Kn =
١۴n

n−١
∑

k=١csc
πk
n و φk =

(٢k−١)π
n و ε = m٢

m١ و µ = M
m١

فوق مرکزی پیͺربندی معادلات به توجه با
∂U
∂ r١ = λ ∂ I

∂ r١
∂U
∂ r٢ = λ ∂ I

∂ r٢

آن در که ١
r٣٢

F(x) = ٠ داریم λ برای فوق ی معادله دو حل از

F(x,ε,µ) = µ
N (١− x٣)+ kn(ε − x٣)+ x٣

n ∑n
k=١

(١−ε)− ١
x
(١−εx٢)cosφk

(١+x٢−٢xcosφk)
٣٢

بنابراین r١ = ١ اینکه به توجه با x = ١٫۴٣ داریم کامپیوتری بامحاسبات x متغیر حسب بر فوق ی معادله حل با n = ٢ فرض با حال است x = r٢
r١ و

. است r٢ = ١٫٩٧ ، n = ۴ ودر r٢ = ١٫۵٧ ، n = ٣ ودر r٢ = ١٫۴٣
و سه µ < µc(n) برای مرکزی پیͺربندی تعداد n ≥ ٣ است،اگر ͷی µ مقدار هر برای مرکزی های پیͺربندی تعداد n = ٢ در رزت ی حلقه در .٢ قضیه

آن در که ͷی µ ≥ µc(n) برای
µc(n) =

١
١٢

n

∑
k=١

cosφk

sin٣(φk٢ )
−nkn

است[٣].
دارد[٣]. وجود مرکزی پیͺربندی ͷی حداقل ε > ٠ و µ > ٠ هر برای .٣ قضیه

(۴n+٢)× ماتریس ͷی ژاکوبین ماتریس کلͬ حالت در میباشد. DF =

[

O I

D S

]

صورت به ژاکوبین ماتریس ، حرکت معادلات به توجه با حال
ماتریس ͷی S و (٢n+١)× (٢n+١) پوچ ماتریس ͷی O و همانͬ ماتریس ͷی I و X = (x٠,x١, · · · ,xn,y١, · · · ,yn) که D = ∂٢U

∂٢X
و (۴n+٢)

صورت به اصلͬ قطر عناصر که است (٢n+١)× (٢n+١)
مینماییم. رامحاسبه ژاکوبین ماتریس ی ویژه مقادیر رزت ناپایداری بررسͬ است.برای صفر عناصر ی بقیه و H =

[ ٠٢w

−٢w٠
]

صورت به پتانسیل رزت، مدل ترین ساده در
U = ٢Mm١

r١ + ٢Mm٢
r٢ )+(m١m١۴r١ + m٢m٢۴r٢ )+ ٢m١m٢√

r٢١+r٢٢

ͷی دارای یابیم مͬ در ε > ٠ و µ > ٠ هر ازای به ویژه مقادیر ی ومحاسبه ١٠×١٠ ژاکوبین ماتریس در در آمده بدست های فرمول جایͽذاری با حال
است. ناپایدار سیستم است،بنابراین مثبت ویزه مقدار

میشود مشاهده ی ویژه مقادیر محاسبه با که است ١۴×١۴ ماتریس ͷی ژاکوبین ماتریس حالت این در میͺنیم. بررسͬ n = ٣ برای را موضوع این حال
است. ناپایدار هم حالت این در حلقه بنابراین است، مثبت ی ویژه مقدار دو دارای ε > ٠ و µ > ٠ هر ازای به ماتریس

دارای ماتریس شود مͬ مشاهده ε > ٠ و µ > ٠ هر ازای به ویژه مقادیر ی محاسبه با است،که ١٨×١٨ ماتریس ͷی ژاکوبین ماتریس n = ۴ حالت است.در ناپایدار هم حالت این در حلقه است،بنابراین مثبت ویزه مقدار سه
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گیری نتیجه
است. ناپایدار n = ۴ و n = ٣ و n = ٢ حالت در رزت ی حلقه که میͽیریم نتیجه فوق محاسبات از
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